
第五次习题课（5月9日）

概率统计基础

频率、概率、概率密度

扔  次骰子，点数为 3 共  次，则称点数为 3 这个事件（在这些试验里）频率为

试验次数很大时，频率会趋向某个值，这个（抽象的、理想的）值即为概率。所有不相交事件的概率和
为 1：

有些量的具体取值实际上不能肯定，即称作随机变量（random variable）。比如把  定义为扔完骰子朝
上的那一面点数，此即为随机变量，取值为从 1 到 6 的整数。还可以定义不同随机变量，比如把  定义
为朝上点数的 3 倍，这也是个随机变量，取值在集合  中；并且可以说随机变量  是随
机变量  的函数。又或者把  定义为朝上点数除以 2 的余数，则取值为 0 或 1.

上文举例随机变量取值范围有限。有些随机变量取值范围无限但离散，比如某店铺一天内顾客。还有些
随机变量连续取值（或者本身连续，但太紧密，实际中完全可以看成连续，方便计算），比如往一块区
域里投飞镖投中的位置  ，又比如平衡态气体中，某时刻观测到某个分子的速度 .

连续的随机变量严格讨论取某个点的概率都应为零，非零概率只能对应状态空间中有限大小的区域。设
状态空间中某点  附近范围  机会近似相等。则在此点附近范围  内概率正比于其长度 
（体积、面积，依维数定），比值定义为此点的概率密度，即

随机变量取值处于某个区间的概率即为相应区间概率密度的积分：
，中间式对  求和应理解为每个像素里只取一个代表点。

往面积为 4 的正方形内随机投飞镖，投中某个面积为  区域  的概率为 ，每

一点的概率密度为 （为什么？）。即 .
某学校同学身高可取值为连续，设其分布的概率密度函数为 ，其中  表示身高，则随机抽取
一名同学，其身高在 150 cm 到 170 cm 的概率为 。

平衡态气体，其速率的概率密度函数为 ，则速率处于某个范围  的概率为 .

速度的概率密度函数为 ，则速度处于速度空间中某个区域  的概率为 .

平均值（期望）

设扔了 10 次骰子，五次朝上点数为 1，三次为 4，两次为 5. 总点数为 27，则平均每次点数为 
. 或

此处  抽象地表示随机变量，而  表示某个具体取值，比如 3 或 5.

把频率替换成概率，则平均值（也称期望，expectation）为
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对于连续型随机变量，其数学期望为

书籍推荐

S.J. Blundell & K.M. Blundell. Concepts in Thermal Physics, Oxford University Press, 2009.

或其中译版：《热物理概念——热力学与统计物理学(第2版)》

1.1-1.3
3.1-3.6

第一题

1 .1

直接用泻流流量求得

附注：也可从物理情景估计。设所求量为 ，即单位时间由此孔泻流出的分子数目为 。则  时间由
此孔泻流出的分子数为 。这些分子携带总动量大约为 。此处  可以解释为平均速率，也可
以解释为 概然速率，都无所谓，反正大致为 。这些分子应该产生的力为 
；而这个力用压强表示为 。于是有

1 .2

温度恒定（泻流本来会使温度降低，但题目要求维持温度不变），体积恒定，则压强正比于分子数：

经过  时间，分子数的变化量为

即有微分方程

解得  时刻与初始  时刻分子数目关系为

其中 .
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没学过微分方程的话对两边积分也行。

分子数目减小到初始一半，亦即压强减小到初始的一半所需时间  满足

代入解得

原子核衰变

原子核衰变服从量子力学规律，每个原子核发生衰变的精确时刻不能预测，但对于足够多核素的集合，
衰变的统计规律可以确定：

同样解得

把放射性核素衰变剩一半的时间称为半衰期，同样有：

第二题

直接用上题中分子数关于时间的函数关系，再有温度一定时压强正比于分子数，可以得出所求时间为

其中  为初始压强，  为所考虑时刻压强（此题中即为 ）。为方便计算，利用摩尔质量
 与单个分子质量的关系  以及  改写上式并代入数值计算：

第三题

分子束的速率分布

先不证明，只上结论：分子束速率分布
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与麦克斯韦速率分布的比较，可看出泻流出的分子平均速率要大些。 

3 .1

概然速率为使此概率密度函数取 大值的速率，可求得

用  表示能量的概率密度函数。考虑泻出分子的速率在一个小段  内，此事件的概率为 
。同样是这个事件用能量描述，即能量处于  区间内（其中  是对应速率  的能

量，即 ），概率应该为 。同一个事件的概率用两个方法计算，也该相等，于是应有

由此得能量分布

仍求其 大值得到 概然能量 。

3 .2

直接看概率密度函数的表达式。泻流的速率分布表达式比平衡态气体的麦克斯韦速率分布多一个因子 
，速率大的本来就占上风。物理角度理解：同样时间，速度相近的分子相比较，跑得快些的分子从小孔
泻出更多（也不能快太多，不然概率又被后面的指数压低了）。（或许答案说动态就是这个意思吧）

3 .3

概率与概率密度。

以速率为参考。取相同的各 ，则速率处于某个范围的概率（即  ） 大时，对应的概率密度也
是各  中 大的。记这个对应速率为 ，其概率密度为 . 但换算成能量后其概率密度 

 也是各  中 大的吗？不见得。因为对应的  不同。
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或写成

 取 大值处不是  取 大值处。

极端的例子： 速率  是速度  的函数。各有概率密度函数。速度的概率密度函数 大值在 0 处取得，
而（从二维开始）速率显然不是。

泻流严格推导

某个速度  体元里的分子，在  时间内，要能从面积元  泻流出去的，必须处于小柱体内，柱体体
积为 ，柱体内分子总数为 。但这个柱体里的分子却不全为速度 （在柱体内画分子向
各个方向运动）：确为此速度的概率为 。于是柱体内以速度  运动的分子数为 

 ，这也是柱体内以速度  从  流出去（或者撞上  ）的分子总数 

泻流出去的分子的速度的分布函数

上式的速度  需限定在向外方向，即 。

为求系数，用泻流速度分布函数归一化

后得到泻流分子的速度分布函数（此处取了  的单位制）

此分布不是各向同性的。

求速率分布对球壳积分即可
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上式中恢复了正常单位。

第四题

4 .1

单位体积分子数，也就是分子数密度，用理想气体状态方程求出

平均自由程为

此距离相当相当相当相当相当相当……长。标准状况空气分子平均自由程约为分子直径 200 倍，此处为约为 
 倍。把分子放大到人的身高，其平均自由程会放大成 100 倍地月距离。

平均碰撞频率为碰撞一次平均所需时间的倒数

4 .2

第五题
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第六题

泊肃叶公式

其中两容器压强差为 .

而根据几何关系又有

得  随时间变化的的微分方程

又是这种方程！

后结果为
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第七题

设  为内圆筒外壁的面积，则由黏滞定律得黏滞力为

计算速度梯度时直接把内外速度相除，因为间距太小（类比求导数直接把坐标差相除）。 黏滞力给内圆
筒得力矩与扭丝的力矩平衡：

代入  的表达式后求得黏度，得证。

第八题
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